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Resumo

Neste artigo investigamos a classe de
diferenciabilidade de fun¢cbes dadas como
0 quociente de polinbmios homogéneos e

estabelecemos condi¢cfes, em funcdo do

grau de homogeneidade destes
polinbmios, para que essas funcoes
quocientes tenham uma determinada

classe de diferenciabilidade.
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Abstract

In this article we investigate the
differentiability class of functions given as
a quotient of homogeneous polynomials
and stability  conditions, at the

homogeneous degree of these
polynomials, in such way that this kind of
functions has a determinate class of

differentiability.
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Introducéo e Conceitos Bésicos

Determinar se germes de familias de funcdes é trivial com respeito a alguma relacéo
de equivaléncia é um dos principais objetivos em teoria de singularidades. A principal técnica
envolvida é a utilizacdo de campos de vetores controlados que trivializem a familia. Tais
campos aparecem como quociente de funcdes, e as linhas integrais, as quais trivializam a
familia, terdo a mesma categoria de tais campos.

Neste artigo investigamos a classe de diferenciabilidade de fun¢cdes dadas como o
qguociente de polindmios homogéneos e estabelecemos condi¢Bes, em funcdo do grau de
homogeneidade destes polindbmios, para que essas fungbes quocientes tenham uma
determinada classe de diferenciabilidade. Este artigo é inspirado no trabalho de RUAS [1]
(1986).

RN S
FiR >R é de classe C' se, para todo XE‘B",

Definigéo 1 - Uma fungéo
of (x)

. , .. OX . ~ ]
existem todas as derivadas parciais i até a ordem { e estas s&o continuas.

Ex: [(X)= X[”X” e F(X)= Xt £+

X s3o de classe C' e ndo sio de classe C*.

[ r
1y 2 n
XXX

Definicéo 2 - Um mondémio € dito de grau d quando

n+r+..+r,=d

P(Xp i X,) = D3 (xlril ...x:”)
i=1

Defini¢éo 3 - Um polinbmio do tipo , em que

r+...+r. =d o R
i fn , € chamado um polinbmio homogéneo de grau d. Observe que

todos os seus mondmios tém grau igual a d.
— 3 2 2 3
Ex.: P(x,y,2) = X"+ 2X7y + xy" ~8y € um polindbmio homogéneo de grau 3.
Definicéo 4 - Definimos a esfera de dimensdo N—1 como sendo o conjunto
S™ ={x=(X,...X,) € R X +...+x,° =1}

Observe que xeS" < ”X” - 1.
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Resultado Principal

Lema 1 - Sejam "1(¥) e P2(X) polingmios homogéneos na variavel * = (% %)
F(x) = R ()
1 . n-1
tais que MNP0 x€S™F>0 - grau(P) = grau(P,) +2 gy, P(X) ¢ ge
classe C.

Demonstracao: Usando as regras de derivacao, temos que,

h(X)
(aa(x) JPZ 00+ Pl(x)[apz (x)]
@F(X)i[mjz _L o o ) _ h(x
ox; 0 (P, (x) .07 .07

oF(X) _ h; (X) onde grau(h, (x)) = 2d +1, com 9 =grau(P,(x))
o P

-1
Dado X€R" arbitrario existem t€R ¢ WES™ (ais que X=W (ver figura 1 abaixo).

Desta forma,
OF(x) _ oF(tw) _ hi(w) _ t*"h(w) _¢ W)
OX; oX; Ptw] *“Pw] Pw7

o . -1, . S h (wW)|<c
como M & um polindmio e S" é compacto, existe 1 € R tal que [y (w)] 1, para

todo WeS™*

2
ye - ~ - nil Ve
Analogamente, como P, € um polinébmio, S ¢ compacto, e

ming|P, ()] x€S™}>0 ¢ e R i que I W2

, existe uma constante positiva , para

todo WeS"™



Sobre a classe de diferenciabilidade de quocientes de Universidade Regional do Cariri — URCA
polindmios homogéneos. CADERNOS DE CULTURA E CIENCIA
Vol. 3- N° 1 2008

jim 22 ) _ i ¢ ) _ (W)
x—0 6Xi t—0 F)2 (W)

Portanto, temos que
oF (0) -0 oF (X)

X, e teremos que O%; € continua. Assim F(x)

2 -
, pois P, (W) é limitada sobre S" 1.

Logo basta definirmos é de classe

ct, n

X X

Teorema 1 - Sejam R(x) e P, (%) polinbmios homogéneos na variavel X= (X0 %) tais

ming|P, (x)[; xe S"*}>0

que: e grau(R) = grau(P2)+H1 em que £ € um numero inteiro

F (g = P

positivo. Entao, P, (x) é de classe C'.

Demonstragcao: Mostremos por indugao em {.

® O caso em que {=1 é uma conseqliéncia imediata do Lema 1.
* Suponhamos que o teorema seja valido para £—1, ou seja, toda funcéo

30 = Q) |
Qu(¥)  com 9raUQ() = grau(Q, () +5 o MINfQ,()f; xeS™}>0 o

J(X) ¢ de classe C*.
® Pela hip6tese temos que

F(X) = w
P00 com raU(R.(0) = grau(P, () +¢+1

Portanto,

h, (AX)

P (x) 0P, (x)
_ =( 0%, jPZ(X)JrPl(X)L % )_ h (x)

(07 P.w]

-~

oF(x) _ 2 [ A(¥)
ox oX; \ P,(X)

d = grau(P, (x))

OF() - h0) o grau(h(x) =2d +
2 10K

{, com
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oF (x) _ hi(x) oF (X)
X, ?
Desta forma, ! P, () satisfaz a hipotese de indugéo, portanto % é de
classe C*. Logo F(x) é de classe C". -
Exemplos

2 2 2
Exemplo 1: Seja P, (x.y.2) 0 polindbmio X*+Y +2° Claramente P, (x.y,2) restrito a

S?={(x,y,2)eRN®, xP+y*+2°=1 _
esfera {xy.2) y } € constante e igual a 1. Portanto a funcéo

X"+y" +2z'

f(x,y,2)=
x¥.2) X2 +y? + 122

, r-3
emque >4 édeclasse C .

Observacédo: Uma pergunta natural que surge é como obtemos um polinémio homogéneo

i ' n-1
P(X), de tal forma que m'n{"P(X)”, xeS"}>0

P(x)

. Isto equivale a determinarmos um

P(X.,...,X,)#0 X )eS"

polinémio , €ém que para todo (.. . E de féacil verificacéo

2r

P(Xyreo s X)) = X074+ + X 2 v intei
(Xpsees X)) =% n em que ' é um namero inteiro

que os polindbmios da forma

-y . - . ~ . . . A~ . ’ . n
positivo, satisfazem esta condig&o, pois tais polindmios s6 se anulam na origem de R
A proposigéo seguinte nos fornece uma familia de polindmios, satisfazendo a condi¢éo da

observacao anterior, para o caso de duas variaveis.

—_ 2 2
Proposicdo 1 - Considere P(x,y) =ax” £2xy +by” o, que abeR g (ab>1 a= 0e
b >0y entao P,(x,y) >0 para todo (x,y) e R* —{0}

2 2 2
Demonstracéo: Sabemos que = (xJa+yVb)? =|a|x* +2Vabxy+|b|y

2V/abxy > —(|a| x*+|b|y?) = —(ax’ +by®) o

, 0 que implica

em

0<(xva - yvb)? =]a| x? — 2J/abxy—|b| y?

forma analoga, como

obtemos

2vabxy <(la|x’+|b|y?) = (ax” +by?)
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Portanto

| 2/abxy |< ax? + by? _

| 2xy |<| 2+/abxy | | 2xy |< ax® +by?

Assim, como temos que Desta forma,

— (ax® + by?) < 2xy < (ax® + by?) P,(x,,%,) = ax* + 2xy + by* >0

0 gque nos dar

— 2 2 2 2
Exemplo 2 - Verifiguemos se P(x) =25x -8xX, +8x;, >0 guando restrito a X+ X%, _1.
o= 1
Tomemos 4 assim mostrar que P(x)>0 equivale a mostrar que aP(x) > 0. Desta

forma:
%P(x) = %(Z,SXf —8X,X, +8%2) = 0,625x” — 2X,X, +2X;

No entanto este ultimo polinbmio satisfaz as condigbes do Teorema 2, ja que
0,625-2=1,25>1

1
a==>0 2 2 _
Logo 4 implica em P(x) > O. Em particular, quando restrito a X+ X _1, tem-se
ainda P(x) > 0.

Exemplo 3 - Tomemos, pela Proposicéo 1, os seguintes polinémios:

Q. (X, X,) = (BX” —2x%,X, +1,5x5)* >0

Q, (X5, X,) = (X2 —2%,%, +2x2)* >0

W (X, Xy, Xg, X, ) = (3% = 2%, X, +1,5%5)% + (X2 — 2%,x, +2x)* >0

Assim, Observe que

W (X, X,, X5, X,) < o R L
(X1, Xz, X5, X, ) € um polindmio homogéneo de grau 6 e com 4 variaveis.

W (X, X5, X3, %X,) >0, VX € R

Como , em particular o polinémio W quando restrito a

2 2 2 2
XS +X, + X5 +X, =1, . : .
L € maior do que ZERO, a qual satisfaz a condi¢do do Teorema 1.

Assim, por exemplo:

10 8 10
X{” = 2X,X3X, — X3

F(X, X5, X3, %X,) =
(1%, %5, %) (32 = 2X,X, +1,5%2)° + (X2 — 2%, X, +2x2)°

, 3
, € de classe c”.
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